| > restart:
[> interfacg warnlevet 0) : # Maple 12
[ > with( LinearAlgebrg :
| > with(Bits) :
I error
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I Utility functions

E> K := proc(a, b) return KroneckerProdugt ab) end proc:
E> T :=proc(x) return Transposé Xend proc:
> VSte:= proc(n) #Henerates a list of computational states forubits

local i, L; #e.g. n=2= | 100/ [01) |10/ [11) ]

L :== Matrix(1, 2");
Setting$ defaultbitsn);
for i from 1to2"do
L[1,i] := cat( |, String(i— 1, msbfirsy, ")");
end do;
# print(L);
returnlL; #returns Matrix L
end proc:

Utility matrices

:> 12 := ldentityMatrix(2);

)



> 14 := |dentityMatrix(4);
1000
0100
14:= @
0010
0001
> 18:= IdentityMatrix(8);
10000000
01000000
00100000
00010000
18 := 3
00001000
00000100
0000O0O0O10O0
0000O0O0OO01
Utility Operators
:> Uz := RowOperatiof 122, -1); #phase-flip_ operator
U 1 0 @
z:=
0 -1
> CNOT:= RowOperation 14[3, 4]);
1000
0100
CNOT:= (5)
0001
0010
> G23:= RowOperation 14[2, 3]); #qubit-exphange operator
1000
0010
G23:= (6)
0100
0001
> H:= LMatrix([[l, 11, [1,-111);
J2
irin
H:= @)
1 1
22 52



> M1 := K(CNOT, 12);

> H3:=K(HK(HH)):

/8 -H3 =simplify(y 8 H3);

J8 H3=

M1:

M2:
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M1, M2, H3, PF, and Ecorr matrices/operators
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0

> M2 := Multiply(K(G23 12), Multiply(K(I-Z, CNOT),K(G23 12) )-);

R O O O O O o o
O B O O O O O O

1 1 1
-1 01 -1
1-1 -1
-1 -1 1
-1 -1 -1

-1 1 1

1 1-1

(8)

()

(10)



> PF:=K(Uz14); #Matrix/operator for a phase-flip error on the firqubit

1000 0 0O 0 O

0100 0O O O O

0010 0 O O O

F)F::00010000 a1

0000-1 0 0 O

0000 O0-1 0 O

0000 O O0-1 O

0000 O O 0-1

Ecorr matrix/operator isavariation of the Toffoli gate. The 2nd and 3rd qubits
arethe control qubits. When the state of both qubitsequal " 1" the 1st qubit is" flipped"
5|oog + cl|001> + 02|019 + c3|011> + c4|1og + c5|101> + c6|1lg + c7|111>
?)|OO(> + Cl|001> + ‘"2|019 + c3|111> + c4|10(> + c5|101> + 06|11(> + c7|011>
:> Ecorr := RowOperatio 18[8, 4]); #Error Correction matrix
10000000
01000000
00100000
00000001
Ecorr:= (12)

00001000
00000100
00000010
00010000

IVO) = (|0) + B|1)) ®|0)®|0)=|000) + B|100)

> n:=3:
ql = Matrix([[a], [B]]) :  # o0)+ A1)
02 := Matrix([[1], [0]]): # [D
03 := Matrix([[1],[01]): # [0/
Co0:= K(K(gl,92),93):
St:= Transposé¢ VSta)) :
[VO/) := Multiply(T(Co0), St)[1, 1];

IVO):= o, [000)+ B |100) (13)



V1) =M1- |VO)
=M 1(cx|000) + B|100))
= 0/000) + PB|110)

:> Col := Multiply(M1, Co0) :
[V1):= factor( Multiply( T( Cod), St)[1, 1]);

IV1):= o [000)+ B |110) (14)

V2) =M2- |V1)
=M 2(cx|000) + B|110))
= o/000) + B|111)

> Co2:= Multiply(M2, 001)
[V2) := factor( Multiply( T( Co2, St)[1, 1]);

[V2):= o |000)+ P 111 (15)
The Hadamard H3 matrix/operator

:> Co3 := simplify(y/8 -Multiply(H3, Co2) ) :
[V3):= Multiply(T(Co3), St)[1, 1];

IV3):= (o +B) 0000+ (0.—B) [00U+ (o.—PB) 010+ (or+B) [011+ (o.—PB) [100)+ (ot (16)
+B) 110D+ (o +B) 110+ (e —B) [111)

The encoding oper ator/matrix

"> Encode= Multiply(H3, Multiply(M2, M1)) :

/8 - Encodé=+/ 8 Encode

Co3:= simplify (8 -Multiply (EncodeCo0) ) :
| ¥3) := Multiply(T(Co3), St)[1, 1];

1 1 1 1 1 1 1 1]
1-1 1-1-1 1-1 1
1 1-1-1-1-1 1 1
1-1-1 1 1-1-1 1
V'8 Encodes 1 1 1 1-1-1-1-1
1-1 1-1 1-1 1-1
1 1-1-1 1 1-1-1
1-1-1 1-1 1 1-1
|#3):= (o.+B) [000/+ (oo —B) [001)+ (oo —P) [010/+ (o +B) |01+ (oo —PB) 100+ (o (17)
+B) 1109+ (a+B) [110+ (e —p) |11V




A phase-flip error on thefirst qubit

Va=o|-++)+ B|+--)

:> Co4 := simplify( Multiply( PF Co3) ) :
[V4) := Multiply(T(Co4), St)[1, 1];

—B) 110+ (-a—B) [110+ (-a+B) [111)
The Hadamard H3 matrix/operator

V5 = ¢100) + B|011)

> Co5:= simpli L-Multiply(H3, Co4)j:
8
[V5) := Multiply(T(Co5), St)[1, 1];

[V5) =B |01+ o |100)
V6=M2-V5
=M 2(r|100) + B|011))
= 0/101) + B|011)

> Co06:= Multiply(M2, C05) :
[V6) := Multiply(T(Co6), St)[1, 1];
IV6) =B [011)+ o |101)
V7=M1-V6
=M 1(c]101) + B|011))
= o/111) + B|012)

"> Co7:= Multiply(M1, C06) :
[V7):= (Multiply(T(Co7), St)[1, 1]) ;
V7):=B (0104 o [111)

IV4) = (o.+B) 1000)+ (o —B) |00+ (o —B) [010)+ (o +PB) 01U+ (- +PB) 100+ (-

(18)

(19)

(20)

(21)



[ The decoding oper ator/matrix

> Decode:= simplify( Multiply( M1 Multiply(M2 H3))) :
/8 - Decodé=+/8 Decode
Co7:= simpliiy( 1 -Multiply(DecodeCo4)) :

JE

[V7):= Multiply(T(Co7), St)[1, 1] ;

1 1 1
-1 1 -1

1-1 -1

|l e HEN

8 Decode=
\/_ -1 -1 1 -1

-1 1 -1 -1

V7):=B (0114 o [111)

Encode x Decode = I ¢
> Multiply( EncodeDecode;

©O O O r OO O O
©O O r O O O O O
O r OO O O O O
P O O O O O O O
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V8= Ecorr-V7
=Ecorr(of111) + B|011))
= o/011) + B|111)
= (0/0) + Bl) ®[1)®1)

> Co8:= simplify(Multiply (Ecorr, Co7)) :
[V8):= Multiply(T(Co8), St)[1, 1];
IV8):= o [01U+ B 111

Compareto VO
IVO) = (0/0) + B|1)) ®|0)®|0) = &x|000) + B|100)

> |VO):= Multiply(T(Co0), St [1, 1]
IVO):= o [000)+ B |100/

-1

1-1-1-1-1

1 1
1 -1
1-1-1
1
1 1-1
1 1
1 -1 1

1
1
1
1-1-1 1 1-1-1
1
1
1

1 1 1 1-1-1-1-1
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(22)

(23)

(24)

(25)



